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\mathbb{C}^{*}=\mathbb{C}\backslash \{0\}, S^{1} を長さ1の複素数全体とする.定義より複素 n次元の
トーリック多様体Xは (\mathbb{C}^{*})^{n} 作用をもつが,Xの (S^{1})^{n} 作用による軌




えば  n\leq  3 のときはその場合であるが,一般には必ずしも単純凸多面





例えばn=1 の場合 (Q は閉区間) , Xは \mathbb{C}P^{1} しかない. n=2 の場合
(Q は多角形) , Xは \mathbb{C}P^{2} またはHirzeburch 曲面 F_{a} (a : 自然数) を何
度か blow‐up したものしかない ([15] 参照). n=3 ではピカール数が5
以下の場合は [15] に分類結果があるが,一般には分類されていようで
ある.一方,次元に関わらずピカール数が1のとき (Q が n単体と同
値 ) Xは \mathbb{C}P^{n} しかなく,ピカール数が2のとき (Q が二つの単体の積
と同値) Xは射影空間上の射影空間束の全空間となり,代数多様体と
して分類がなされている ([11]). ピカール数が3のとき (Q が三つの単
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[微分可能多様体としての分類].Hirzebuch曲面 F_{a} (a : 自然数) たち
は, a が異なれば代数多様体として同型ではないが,凡と瓦が微分同




コホモロジー剛性問題 ([13]). 整係数のコホモロジー環が (次数付環と






Hirbebruch 曲面は \mathbb{C}P^{1} 上の2つの直線束の射影化として得られる
が,この一般化として \mathbb{C}P^{1} 射影化を繰り返して得られるBott tower
B_{n}\rightarrow B_{n-1}\rightarrow\cdots\rightarrow B_{2}\rightarrow B\mathrm{i}\rightarrow B_{0}= { 1 点}
がある ([9]). ここで,各 B_{k} \rightarrow  B_{k-1} (k = 1,2, \ldots, n) は B_{k-1} 上の2
つの直線束を射影化して得られる \mathbb{C}P^{1} 束である.多様体 B_{k} をBott多
様体とよぶ. B_{2} はHirzebruch 曲面.Bott 多様体の族に対してコホモ
ロジー剛性問題がよく研究され,多くの肯定的結果が得られているが,
完全な解決には至っていない ([3], [5], [12], [13]). なお,Bott多様体 B_{n}
は n‐cube I^{n} 上のトーリ ック多様体で, I^{n} 上のトーリ ック多様体はす
べて Bott 多様体である.また,Bott 多様体はすべて射影的である.
複素1次元または2次元のトーリック多様体はすべて射影的である
が,複素3次元になると射影的でないトーリック多様体が沢山存在す
る ([1], [7], [18] 参照). 射影的でないトーリツク多様体で,最初に発見
されかつ一番簡明なものはOda’s 3‐foldとよばれるもので,立方体 I^{3}
の頂点カッ トvc (I^{3}) 上のトーリック多様体である.
上で述べたように, I^{n} 上のトーリック多様体はすべてBott多様体
である.それを一つの不動点でblow‐up したものは, n‐cube I^{n} の頂
点カッ ト \mathrm{v}\mathrm{c}(I^{n}) 上のトーリック多様体となるが,Bott 多様体は射影的
ゆえ,その1点blow‐up も射影的である.したがって,Oda’s 3‐foldは
Bott 多様体の blow‐up としては得られない vc (I^{3}) 上のトーリック多様
体ということになる.そこで,一般に \mathrm{v}\mathrm{c}(I^{n}) 上のトーリック多様体を
分類するのは意味があることと思い,それを実行したのが,蓮井翔,鍬
田英也, Seonjeong Park の3氏との共同研究 ([10]) である.
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2. 主結果
以下 n \geq  3 とする. n‐cube I^{n} の頂点カッ ト vc (I^{n}) の双対である単
体的凸多面体は,十字多面体(cross polytope) の一つのfacetの中心を
引っ張り上げて得られるもので,その境界複体 C_{n} は 2n+1個の頂点を
もつ.この 2n+1個の頂点に番号をふる.まず,引っ張り上げて生じ
た頂点は I^{n} の頂点をカッ トして得られた facet に対応するが,それに
番号 2n+1 をふる. C_{n} には,番号 2n+1 の頂点の C_{n} におけるリンク
と交わりをもたない (n-1) 単体  $\sigma$ がただ一つだけある.その頂点に番
号1, 2, . . . ,  n をふる.残りの n個の頂点の番号 n+1, n+2 , . . . , 2n は,
番号 i (1 \leq i \leq n) の頂点と番号 n+i の頂点が1単体を張らないよう
に決める.このようにすれば,残りの n個の頂点の番号は単体  $\sigma$ の番
号を決めればただ一通りに決まる (  n=3 の下図参照) .
FIGURE 1. vc (I^{3}) と C_{3}=\partial(\mathrm{v}\mathrm{c}(I^{3}))^{*}
Xを \mathrm{v}\mathrm{c}(I^{n}) 上のトーリック多様体とする.Xの扇 \triangle_{X} を定める単体
複体は C_{n} である. \mathcal{C}_{n} の頂点 i に対応する \triangle_{X} の1次元錐を定める素な
整数ベク トルを \mathrm{v}_{i} と表すと, \{\mathrm{v}_{1}, . . . , \mathrm{v}_{n}\} は扇 \triangle_{X} が存在している格
子の基となっているので,整数を成分とする n次行列 A_{X} が
(\mathrm{v}_{n+1}, \mathrm{v}_{n+2}, \ldots, \mathrm{v}_{2n})=- ( \mathrm{v}_{1} , v2, . . . , \mathrm{v}_{n} ) A_{X}
として定まる.容易に, \det A_{X} = 1 である必要十分条件は XがBott
多様体の1点blow‐up の場合であることが分かる.またこのBott 多様
体は, \triangle_{X} から頂点 2n+1 に対応する1次元錐を除いて得られる扇に
対応するものになっている.我々の最初の主結果は,次の微分同相に
よる分類結果である.
定理2.1 ([10]). n\geq 3 とする. \mathrm{v}\mathrm{c}(I^{n}) 上のトーリック多様体Xと X' の
整数係数コホモロジー環が次数付環として同型ならば \det A_{X}=\det A_{X'}
であり,任意の整数 q に対して \det A_{X}=q となる vc (I^{n}) 上のトーリッ
ク多様体 Xが存在する.さらに,この行列式の値が1でないときは,
もっと詳しく次の3つが同値.
(1) X と X' は微分同相.
(2) H^{*}(X;\mathbb{Z}) と H^{*}(X';\mathbb{Z}) は次数付環として同型.
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(3) \det A_{X}=\det A_{X'}.
特に,1でない各整数 q に対して, \det A_{X}=q となる vc (I^{n}) 上のトー
リック多様体Xの微分同相型はただ一つである.
注意. \det A_{X}=1 の場合, \mathrm{v}\mathrm{c}(I^{n}) 上のトーリック多様体の微分同相型は
一つではない.またコホモロジー剛性問題が肯定的かどうかは未解決




定理2.2 ([10]). n\geq 3 とする. \det A_{X}=q となる \mathrm{v}\mathrm{c}(I^{n}) 上のトーリッ
ク多様体 Xたちの代数多様体としての同型類を \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{n}(q) と表す. こ
のとき次が成立する.
(1) q\neq 0 , 1, 2のとき, \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{n}(q) はただ一つの元からなる.
(2) \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{n}(0) は, \displaystyle \sum_{i=1}^{n}b_{i} = 1 をみたす整数列 (bl, . . . , b_{n} ) の集合
を巡回置換で割った商集合と1対1に対応する.
(3) X と X' が \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{n}(1) の元として同じならば,X と X' に対応す
る Bott 多様体が代数多様体として同型である.
(4) \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{n}(2) は,1と -1 の長さ n の列で1が奇数個であるものの
集合を巡回置換で割った商集合と1対1に対応する.
さらに, q\neq 2 のとき \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{n}(q) のすべての元は射影的で, \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{n}(2) に
ある一つの元は射影的だが,その他の元はすべて射影的ではない.射
影的な元は,上記 (4) において1が一つだけの列に対応する.
注意.Oda’s 3‐foldは \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{3}(2) に属し,上の定理の (4) では列 (1, 1, 1)
に対応する. \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{3}(2) には (1, -1, -1) に対応するもう一つの元がある.
上の定理の (4) より, \mathcal{V}\mathcal{A}\mathcal{R}^{n}(2) の元の数は, 0 と1からなる長さ n の
ネックレスで 0 が奇数個のものの数と等しく,組合せ論で研究されて
いる.[19, AOOOO16] 参照.実際その数は
\displaystyle \frac{1}{2n} \sum_{d|n,d:\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}} $\varphi$(d)2^{n/d}.
ここで,  $\varphi$ はEuler’s totient function. したがって,上の数は  n が無限
大に近づけば無限大に発散するから, n が大きくなれば \mathrm{v}\mathrm{c}(I^{n}) 上には
射影的でないトーリック多様体が沢山ある.
上記の定理2.1と2.2を併せると,幾つか面白いことが分かる.ま










q = 0 のとき,微分同相型はただ一つであるが,代数多様体として
は無限に沢山ある.このような現象はHirzebruch曲面の族に既に現れ
ている.実際,Hirzebruch 曲面凡 (a : 自然数) の族では,代数多様体
としては互いに同型ではないが,微分可能多様体としては \mathbb{C}P^{1}\times \mathbb{C}P^{1}
(a が偶数の場合) と \mathbb{C}P^{2}\#\overline{\mathbb{C}P^{2}} (a が奇数の場合) の2つである (ここで
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